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5.1  Titranje,  oscilator  i  vrste  oscilatora 

Titranje  (oscilacije,  vibracije)  -  periodicko  gibanje  tijela  oko  ravnoteznog  polozaja  (x  =  0),  izmedu  granicnih  polozaja  (x  =  ±  A). 
Oscilator  -  sustav  koji  titra.  (tijelo/opruga,  njihala,  zice  muzickih  instrumenata,  elasticne  membrane,  atomi,  molekule) 

Na  primjer,  titranje  pocinje  kada  se  tijelo  odmakne  od  ravnoteznog  polozaja  (od  x  =  0  do  x  =  A)  i  pusti:  (moze  li  biti  x  >  A?) 


Povlacenje  tijela  iz  ravnoteznog  polozaja  (statika) 


Teznja  sustava  uspostavljanju  ravnoteznog  stanja  (dinamika) 


amplituda 

elongacija 
x 


(a) 


kompoitenre 


\  \ 


oprnga  ravnoteini  _ 

krutosti  k  poloiaj  ”  0 


Fin  +  Fpov  =  0  (dinamicka  ravnoteza  -  vektorski) 


-AAA^LAAA. 
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(b) 


gibanje  odx-0kax  =  -i4 

«n  _ 


gibanje  od  x  =  -  A  ka  x  =  0 


gibanje  odx  =  Qkax  =  +Jd 


Titraj  -  period  gibanja  izmedu  dva  uzastopna  prolaza  iz  istog  smjera  kroz  ravnotezni  polozaj  :x  =  0  =>  +  A  =^>  0  =>  -  A  =^>  0  . . . 
Dinamicka  ravnoteza  povratnih  i  inercijalnih  sile  moze  se  opisati  s  komponentama,  na  primjer,  pri  gibanju  x  =  +  A  =^>  x  =  0: 

ZF,  =  Fpov  +  F in  =  0  (znakovi  se  odreduju  naknadno,  na  temelju  trenutnog  polozaja  tijela  -  suprotni  smjerovi  od  x  i  a) 
gdje  je:  Fpov  =  -  fox  -  povratna  sila  (elasticna  sila),  kojom  oprnga  povlaci  uvijek  (potiskuje)  tijelo  k  ravnoteznom  polozaju, 

Fjn  =  -  A77°a  ~  inercijalna  sila,  kojom  se  tijelo  uvijek  protivi  promjeni  stanja  gibanja. 

Postavljanje  diferencijalne  jednadzbe  harmonijskog  oscilatora  s  elasticnom  oprugom  (krutosti  k)  i  tijelom  (masa  m): 


Fpov  +  Fjn  =  ~  k°x  -  mo  a  =  0  (nisu  odredeni  smjerovi  a  i  F) 


fox  +  rrioa  =  0 


k  d2x 

—  °x  +  — -  =  0 

m  d  t2 


a  = - ox 

m 


Prema  tome,  nakon  pustanja,  ubrzanje  tijela  (a)  biti  ce  vece  sto  je  veca  krutost  opruge  (/c),  manja  masa  tijela  (A77),  te  sto  je  tijelo  tjelo  prije 
pustanja  povuceno  dalje  od  ravnoteznog  polozaja  (x). 


OSCILATOR 


ideal!  ni 


s  prigusenjem 


s  phsiiom 


s  prisilom  i  prigusenjem 


Idealni  oscilator  -  bez  trenja  (idealizacija)  titranje  bi  trajalo  beskonacno  dugo  ako  bi  faktor  trenja  (p)  bio  jednak  nuli. 
Oscilator  s  prigusenjem  -  uslijed  unutarnjih  i/ili  vanjskih  utjecaja  (trenje  -  amortizer)  tijekom  vremena  se  smanjuje  amplituda. 
Oscilator  s  prisilom  -  na  oscilator  djeluju  vanjski  periodicki  utjecaji  (sila). 


5.2  Harmonijski  oscilator  i  svojstva  oscilatora 

Harmonijski  oscilator  -  titranje  se  opisuje  sa  (rjesenje  diferencijalne  jednadzbe  harmonijskog  oscilatora  uz  uvjete  x0  =  0,  x0'  =  A): 


x  -  Aosin 


'[k  ' 

I -  o  t 

,  m 

v 


x  -  Aosin  (coof)  za  x0  ^  0  x  =  Aosin  (ooo t  +  cp0)  [ili  x  =  Aocos  (ooo t  +  cp0)] 


Horizontalni  i  vertikalni  idealni  (pki.din  =  0)  harmonijski  oscilator,  s  oprugom  krutosti  (k)  i  tijelom  mase  (m),  opisuju  se  jednakim 
diferencijalnim  jednadzbama  (i  imaju  ista  rjesenja),  s  tim  sto  se  analiziraju  komponente  u  horizontalnom  (x)  i  vertikalnom  (y)  pravcu. 


(b)  G  +  FpoV)o  =  0  (opca  jednadzba,  smjerovi  nisu  odredeni) 

mog  -  fo(L  -  Z_o)  =  0  (staticka  ravnoteza) 

(c)  G  +  F^  +  Fpov  =  0  (opca  jednadzba,  s  nepredvidenim  smejrovima  sila) 

mog  -  moa  -  fo (L  -  L0  +  y)  =  0  (dinamicka  ravnoteza) 
j&rfg  -  moa  -  -  fo y  =  0 

_ po  skracivanju,  konacno  se  dobiva:  moa  +  fo y  =  0 _ 


Elongacija,  x,  m  -  razmak  tijela  (tocke)  od  ravnoteznog  polozaja.  Tijekom  titranja  (vremena)  stalno  se  mijenja. 

Amplituda,  A,  m  -  maksimalni  razmak  tijela  od  ravnoteznog  polozaja.  t=  0  s  cpo  =  7i/2  sin  (coof  +  cp0)  =  1 

Jednakaje  razmaku  tijela  od  ravnoteznog  polozaja  (elongaciji)  u  trenutku 

kada  je  tijelo  pusteno  da  pocne  titrati.  Dobiva  se  iz  uvjeta:  t  -  0  s,  cp0  -  0  cos  (a>° t  +  cpo)  -  1  ] 

2  °  Tt 

Kruzna  frekvencija,  co,  rados-1  -  kutna  brzina  titranja:  co  = 

Pocetna  faza,  cpo  ,  rad  -  konstanta  je  titranja  i  dobiva  se  iz  uvjeta  t=  0  s.  Faza,  cp  =  (coo t  +  cp0) ,  rad  -  mijenja  se  tijekom  vremena. 

Period,  7",  s  -  vrijeme  trajanja  jednog  titraja  (vremenski  interval  izmedu  dva  prolaza  kroz  istu  tocku  iz  istog  smjera).  Kod  jednolike  rotacije 
je  period  (vrijeme,  f,  u  sekundama,  potrebno  za  obilazak  opsega  kruznice,  2o7i,  u  radijanima): 

s  Period  ce  biti  veci  sto  je  veca  masa  m  tijela  koje  titra  (tijelo  je  inertnije  i  teze  mu 

[7]  =  ^7 — 7  =  s  je  mijenjati  stanje  gibanja)  i  sto  je  manja  krutost  opruge  k  pod  cijim  djelovanjem 
tijelo  titra  (oprnga  manje  krutosti  se  lakse  deformira). 


T_  2°ji  m 

T - -  Zono  — 

co  v  k 


titraj 


Frekvencija,  v,  s  -  broj  titraja  (0^>  +  A^>0^>-A^>  0)  u  jedinici  vremena: 

'  k  to  r  titraj  1  _i  .  Ako  tocka  obide  kruznicu  1000  puta  u  sekundi: 


1  1 

v  =  —  = - • 

T  2  o  7i 


to  _  _  titraj  1  -1  LJ  /I 

-  [v]  = - -  =  -  =  s  =  Hz  (here) 

2  o  71  s  s 


T=  1 0-3  s,  a  v  =  1 03  s_1  =  1  kHz. 
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5.3  Trigonometrijski  i  Eulerov  eksponencijalni  opis  harmonijskog  titranja 

Titranje  harmonijskog  oscilatora  se  moze  opisati  trigonometrijskim  ili  eksponencijalnim  jednadzbama. 


opce  trigonometry  sko  rjesenje  u  realnoj  ravnini: 

opce  eksponencijalno  rjesenje  u  kompleksnoj  ravnini: 

x  =  Aosin  (ooo t  +  cpo)  [ili  x  =  Aocos  (ooo t  +  cpo)] 

x  =  /\oeio(o>o(+<Po) 

Ako  titranje  pocinje  s  pocetnom  fazom  cpo  <  0  faza  je  cp  =  ooof  +  cp0  ?  dok  je  za  cpo  >  0  faza  cp  =  ooof  -  cp0  (nacrtati). 

Na  temelju  Eulerove  formule:  elo(p  =  cos  cp  +  Esin  cp  slijedi:  Ao[cos  (ooo t  +  cpo)  +  i°sin  (coo t  +  cp0)]-  Deriviranjem  se  dobiva: 


dx 

d T 


=  Aocoocos  (coo t  +  cpo) 


dx 

d T 


iocooAo 


gio(ojof+cp0) 


a  = 


tiv_ 
d  t 


=  -  Aoco2osin  (coo t  +  cpo)  =  -  co2°x 


^4-  =  -  ®2°Ao  e'°(“°(+<p")  =  -  cd2ox 

df2 


Usporedbom  rezultata  deriviranja  s  diferencijalnom  jednadzbom  gibanja  harmonijskog  oscilatora: 


d2 


df 


4  =  —  cd2°x  (rezultat  derivacije) 


d2 


x  k 

o  — —  = - °x  (iz  diferencij ale  jednadzbe)  dobiva  se 


d  t 


m 


Prema  tome,  idealni  harmonijski  oscilator  s  oprugom  (k)  i  tijelom  (m)  moze  se  opisati  sa: 


x  =  /Esin 


5.4  Matematsko  i  fizikalno  njihalo 


Matematsko  njihalo  -  tezina  se  razlaze  na:  (a)  radijalnu  komponentu  koja  zateze  nit:  Frd  =  mogocos  cp  i  (b) 
tangencijalnu  komponentu  (povratna  sila)  koja  uzrokuje  gibanje:  Ftg  =  -  mogosin  cp  . 

Na  temelju  dinamicke  ravnoteze:  Fpov  +  Fin  =  0  -  mogosin  cp  -  moatg  =  0  . 


atg  =  Loa  ,  a  = 


_  d2cp 


tit 


2  ,  sin  cp  «  cp  (za:  cp  ~  0) 

dcp 


d2cp  = 

df2 


9 


>cp  . 


cp  =  posin(coof  +  cpo)  —  =  P°coocos(coo£  +  cpo) 

tit 


d2 

mogom  +  moLo  — %  =  0 

y  v  df 

d2Cp  2  I  M  -j-  r\  I  *- 

— —  —  co  °cp  co  -  - —  T  -  Zono  — 

df2  “ 


-  9 


Kako  je  povratna  sila  Fpov  =  Ftg  =  f(sin  cp)  (sinusna  je  funkcija)  titranje  matematickog  klatna  nije  harmonijsko  (kod  oscilatora  opruga/tijelo: 
Fp0v  =  -  kox-  lineama  je  funkcija),  a  priblizno  je  opisano  kao  harmonijsko  za  cp  «  0.  Greske  su  (MS  Excel): 


TP L 


0,00 


1,00 


5,00 


10,00 


15,00 


20,00 


25,00 


30,00 


cp  /  rad 


0,0000 


0,017453 


0,08727 


0,1745 


0,2618 


0,3491 


0,4363 


0,5236 


sin  cp 


0,0000 


0,017452 


0,08716 


0,1736 


0,2588 


0,3420 


0,4226 


0,5000 


{[(cp  -  sin  cp)/sin  cpjol  00}  /  % 


0,00 


0,01 


0,13 


0,51 


1,15 


2,06 


3,25 


4,72 


1  center  masel 


Fizikalno  njihalo  je  -  umjesto  sila  analiziraju  se  momenti. 

Na  temelju  dinamicke  ravnoteze:  Mpov  +  Min  =  0  =>  -  (mogosin  cp)°D  -  ha  =  0  . 


„  ,  n.  „  ^  .  d2cp  _  d2cp  m°g°D 

Za:  sin  (p  «  (p  (za:  tp  «  0)  =>  m°g°D°ty  +  1°  — j-  =0  =>  — j-  = - 


df2 


df2 


/ 


>cp  . 


(p  =  p°sin(co°f  +  (po)  =>  =  p°coocos(coof  +  (po)  =>  =  —  co2°cp 


„=.r°g°D  t-~ 2.*, 


i 


mog  oD 


Na  temelju  izvedene  jednadzbe  za  period  (7)  fizikalnog  njihala  (realno  njihalo)  mogu  se  eksperimentalno  odredivati  momenti  inercije  (/) 
tijela  slozenih  geometrija.  Kako  bi  se  smanjile  greske  amplitude  trebaju  biti  sto  je  moguce  manje  (tocnost  mjerenja  7). 
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5.5  Gibanje,  sile  i  energije  harmonijskog  oscilatora 


Ukupna  energija  (jednaka  je  ulozenom  radu  na  odmicanje  tijela  od 
ravnoteznog  polozaj  a): 


Potencijalna  energija: 


Kineticka  energija: 


-uk 


koA2  o  sin2  (coo  f)  koA2  ocos2(coof)  koA2 

2  2  Y~ 


[sin2(coof)  +  cos2(coof)J  = 


ko  A2 


5.6  Priguseno  titranje 


prigusnik 


Kako  je:  (komponente) 

^in  +  F prg  +  F p0v  —  0 

ako  je  prigusna  sila: 

Fprg  =  -  bov  (sporo  gibanje) 
slijedi  diferencijalna  jednadzba 
prigusenog  titranja: 

-  moa  -  bov-  koy  =  0 

mo  +  bo  ^-  +  koy  =  0 

df2  df 


11  V 

V  /■ 

wj 

rz — 

irn 

1  A°e 

3 

- 1  erani£na  liniia  amolituda  L 

0  1  2  3  4  ft  s  5 


Rjesenje  diferencijalne  jednadzbe  prigusenog  titranja  (oscilatora  s  oprugom  i  tijelom)  je: 


y  =  Aoe  dotosin  (co pgr°^  +  cpo) 
(provjeriti) 

gdjeje:  5  -  prigusni  koeficijent, 

copgr  -  kutna  brzina  oscilatora  sa  slabim 

prigusenjem  (u  protivnom:  Fprq  bov). 

8  2o  m  Wpr9  i 

Ik  b2 

m  4  o  m2 

Kutna  brzina  je  kod  prigusenog  oscilatora  (coprg)  manja  nego  kod  idealnog  oscilatora  (co). 

Kako  je  eksponent  granicne  linije  amplituda  s  negativnim  predznakom,  Aoe~5ot ,  slijedi  da  amplitude  tijekom  vremena  brze  opadaju: 

(a)  sto  je  veci  faktor  prigusenja  b,  (vece  unutamje  trenje  fluida  kojim  je  napunjen  prigusnik) 

(b)  sto  je  manja  masa  m  tijela  koje  titra. 

Kriticno  prigusenje  -  za  b  =  2°  y/k  o  m  slijedi  co  prg  =  0  ,  te  je  y  =  Aoe_5o^cp0  -  tijelo  ne  titra  nego  se  vraca  u  ravnotezni  polozaj. 


Nadkriticno  prigusenje  -  za  b  >  2°  4k  o  m  (drugi  je  oblik  rjesenja  diferencijalne  jednadzbe  gibanja  oscilatora)  tijelo  ne  titra  ij os  se  sporije 
vraca  u  ravnotezni  polozaj  nego  kod  slucaja  prigusenog  oscilatora  s  kriticnim  prigusenjem  . 
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5.7  Prisilno  i  priguseno  prisilno  titranje 

Prisilno  titranje  je  posljedica  djelovanj  a  periodicke  prisilne  sile  [FprSit  =  FprS)(t+T)b 


Prisilno  titranje  stapa 

Prisilno  titranje  stapa  s  prigusenjem 

F„  F„, 

|\  IIIIIIIH  \ 

,  t*r  ‘  1  x 

A 

— 

14.11  MM-yjfe- 

\  On  / 

- 

\  / 

/  / 

\  / 

\  / 

\  /' 

y' 

step  op  ruga 

mass  m  krutosti  k 

hidraulicka  tekucina 

Ako  je  sila  koja  izaziva  prisilno  titranje:  Fprs  =  Fq°cos  (coo f) ,  diferencijalne  su  jednadzbe  gibanja  oscilatora  (stapa): 


Fin  +  Fpov  -  Fprs  =  o  (bez  prigusenja) 


Fin  +  Fprg  +  Fpov  -  Fprs  =  0  (s  prigusenjem) 


mo 


d  2y 

— i-  +  kov- 


d  tz 


koy  —  F o°cos  (coot)  =  0 


mo  +  bo  +  koy  -  F0 ocos  (coof)=  0 
df2  df  7  V  ' 


0r07 
y,  m 

0,00! 

-0,07 


s 


k  -  32  N/m,  m  =  0,25  kg, 
Fv  -  0,5  N.  w  =  5  rad/s 


?t  s 


y ,  m 


A 1  1  1  1 

h-fr 

k  =  32  N/m,  b  =  0.5  N/(m/s),  - 
m  =  0,25  kg 

1 

,  1  1 

A  A 

/\  J- 

-4 

□c 

J  v 

\ 

t  s 


0,06 
y>  rn 

0,00 

-0,05 


ti 


k  =  32  N/m,.  b  =  0,5  N/(m/s), 
m  -  0,25  kg,  F0  =  0,5  N,  w  =  5  rad/s 


t,  S 


0,9 

A  m 


1  1 

-|b  =  0,05  N/(rri/s)|- 

-|b  =  5  N/(rr/s)rt — \ 

-\*>  = 

0.5  N/{m/s)h 

rp 

~r 

i 

/  1 

\ 

/ 

V  / 

( 

f 

V 

— 

,  rad/s  13 


Nakon  dovoljno  dugo  vremena,  dovodena  energija  se  izjednacava  s  odvodenom  i  uspostavlja  se  stacionamo  stanje  koje  se  moze  opisati  s 
jednadzbom  (rjesenje  diferencijalne  jednadzbe  gibanja  oscilatora). 

y-  A  osin  (coof  +  cp0) 

Oscilator  titra  po  uspostavljanju  stacionarnog  stanja  s  kutnom  frekvencijom  periodicke  prisilne  sile  (co)  i  konstantnom  amplitudom: 


A  = 


m 


(co2-co02) 


2  [b  0(0 
+ 

m 


gdjeje:  co0  =  J—  ,  pri  b  =  0 

'  m 


5.8  Valovi  i  vrste  valova 


Valovi  -  gibanje  poremecaja  (od  jedne  do  druge  susjedne  tocke)  kroz  medij  (kamen  koji  padne  na  povrsinu  vode).  Gibanje  poremecaja 
praceno  je  prijenosom  energije  kroz  medij  bez  prijenosa  tvari. 

Brzina  prostiranja  valova  -  brzina  kojom  se  giba  poremecaj  kroz  prostor. 


TIPOVI  VALOVA 

mehanicki 

elektromagnetski 

supstancijalni 

Mehanicki  valovi  (vodeni  valovi,  zvucni  valovi  i  seizmicki  valovi)  -  prostiru  se  samo  u  tvarima  (voda,  zrak,  stijene)  skladno  Newtonovim 
zakonima. 


Elektromagnetski  valovi  (vidljivi  i  ultravioletni  valovi,  radio  i  televizijski  valovi,  mikrovalovi,  x-zrake  i  radarski  valovi)  -  prostiru  se  u 
vakuumu  brzinom  svjetlosti. 

Supstancijalni  valovi  -  elementarne  cestice  (elektroni,  protoni,  neutroni)  koje  formiraju  atome,  cak  atomi  i  molekule,  krecu  se  kao  valovi. 

MEHANICKI  VALOVI 

transverzalni 


longitudinalni 


Transverzalni  valovi  -  titranje  medij  a  je  okomito  na  pravac  prostiranja  valova.  (zica  gitare) 


Longitudinalni  valovi  -  medij  titra  u  pravcu  prostiranja  valova.  (fluidi  prenose  samo  longitudinalne  valove  -  zvucni  valovi) 


Periodicni  valovi 

iLaaaa 


* 
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5.9  Svojstva  mehanickih  valova 

Amplituda,  A,  m  -  maksimalni  razmak  od  ravnoteznog  polozaja. 

Valna  duljina,  X,  m  -  razmak  dvije  susjedne  tocke  u  istoj  fazi  titranja.  (koordinatni  sustav  0,x,y ) 

Period,  7,  s  -  vrijeme  trajanja  titraja. 

Frekvencija,  v,  s-1  (=  1/T)  -  broj  titraja  u  sekundi.  (koordinatni  sustav  0,t,y  -  transverzalni  valovi,  ili  0,t,x  -  longitudinalni  valovi) 
Fazna  razlika,  Acp,  rad  -  razlika  faza  titraja  u  dvije  tocke:  Acp  :  2on  =  x  :  X 


yk 

k/\^ 

\J 

w 

X 

\y  \ 

Brzina  prostiranja  vala  (transverzalnih  i  longitudinalnih)  -  kojom  se  titranje  (energija)  prenosi  kroz  medij: 


v  =  —  =  7ov 

7 


V  ^ 

A  A  A  A  t 

v  _ 

■  H  ■  ■  . 

/  V  V  V  \ 

X 

■ 

4^-0 

Vrijeme  za  koje  valno  gibanje  prevali  jednu  valnu  duljinu  jednako  je  periodi: 


1 1  =  677BI 


trenutku  t=  0  -  27/fll 


+1 


5.10  Valna  funkcija  sinusnih  valova 

Valna  funkcija  -  funkcija  y^t)  kojom  se  opisuje  val. 


U  trenutku  t  =  0,  sinusni  val  se  moze  opisati  sinusnom  funkcijom: 

Y(x=o,t)  =  Aosin  ooo t  =  Aosin  2on°fot 

Nakon  isteka  vremena  t,  val  je  prevalio  put  x  ,  gibajuci  se  brzinom  v  u  smjeru  +x.  Imajuci  u  vidu  t  =  xlv  i  smjer  gibanja,  val  se  moze  opisati 
sa:  (gibanje  tocke  x  u  trenutku  t  isto  je  kao  i  gibanje  tocke  x  =  0  u  ranijem  trenutku  t  -  x/v ) 


Y(x,t)  =  Aosin  coo  f - =  Aosin  2onofo  I  t - =  Aosin  co  o  t  - 


2  o  71  o  V 


-O  X 


Ako  se  u  gornju  jednadzbu  uvede  valni  broj  k: 


dobiva  se: 


v 

X 


k  = 


2  o  71  o  v 


Y(x,t)  =  Aosin  (coot  -  kox)  (sinusni  val  koji  giba  u  smjeru  +x ) 

U  ovoj  je  jednadzbi  kutna  frekvencija  izrazena  u  jedinicama  rad/s,  a  valni  ce  broj  biti  izrazen  u  jedinicama  rad/m. 
Bitno  je  uociti  razliku  izmedu  dva  dijagrama: 
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5.11  Brzine  i  ubrzanja  titranja  cestica  sinusnih  valova 


Brzina  titranja  cestica  -  po  usvajanju  x  =  const  (odabire  se  jedna  od  cestica  -  djelic  zice)  parcijalnim  deriviranjem  valne  funkcije: 

Yx=const,t  —  Aosin  (coo t—  fox) 


po  vremenu  se  dobiva: 


^x=const,t 


dy 


x=const,t 


dt 


=  COoAoCOS  (ooo t-  kox) 


(isto  kao  i  obicno  deriviranje  po  vremenu,  uz  napomenu  X  =  const) 


Brzina  titranja  cestice  se  stalno  mijenja,  a  njena  maksimalna  vrijednost  coo/4  (pri  ooo t  =  fox  je  cos  (ooo t  -  fox)  =  cos  0  =  1)  moze  biti  veca, 
manja  ili  jednaka  brzini  prostiranja  valova  v  =  fof.  Pored  toga,  iz  usporedbe  s  brzinom  harmonijskog  titranja  slijedi  fox  =  cpo  . 

Ubrzanje  titranja  cestica  -  parcijalnim  deriviranjem  brzine  titranja  cestica  po  vremenu  se  dobiva  pri  x  =  const: 


^x=const,t 


^^x=const,t  _ 

dt  “ 


^2yx=, 


x=const,t  


dt2 


=  -  00  oAosin  (00°f  -  fox)  =  —  00  °yx=const,t 


Prvim  parcijalnim  deriviranjem  valne  funkcije  pri  t  =  const  se  dobiva  trenutni  nagib  zice  u  nekoj  tocki:  (ne  brzina  prostiranja  valova) 

d/x= const, t  _  _  /Co^oCOS  _  fox}  -  _  /Coyx= 


dx 


=const,t 


dok  se  drugim  parcijalnim  deriviranjem  valne  funkcije  pri  t  =  const  dobiva  trenutna  zakrivljenost  zice  u  nekoj  tocki: 

s2y,-a 


f  x=const,t  


dx 


=  -  k°A°sin  (co°  t  -  k°x)  =  -  /c°y, 


x=const,t 


5.12  Interferencija,  superpozicija  valova  i  valni  udari 

Interferencija  (uzajamno  djelovanje)  -  rezultat  istodobnog  zajednickog  djelovanja  dva  ili  vise  valnih  gibanja  u  istom  dijelu  prostora. 

Nacelo  superpozicije  (zbrajanja)  -  rezultantna  valna  funkcija  jednaka  je  algebarskom  zbroju  valnih  fimkcija  komponentnih  valova. 
Posljedica  je  superpozicije  da  jedan  val  moze  proci  kroz  drugi  bez  razaranja,  cak  bez  promjena. 

Valovi  za  koje  vrijedi  nacelo  superpozicije  nazivaju  se  linearnim  valovima  i  malih  su  amplituda,  dok  se  valovi  za  koje  ne  vrijedi  nacelo 
superpozicije  nazivaju  nelinearnim  valovima  i  velikih  su  amplituda. 

Interferenciju  kod  koje  se  superponiraju  valovi  s  istoznacnim  pomacima  nazivamo  konstruktivnom  interferencijom.  Pomaci  tijekom 
superponiranja  valova  su  kod  konstruktivne  interferencije  veci  od  pomaka  komponentnih  valova. 


Interferenciju  kod  koje  se  superponiraju  valovi  s  raznoznacnim  pomacima  nazivamo  destruktivnom  interferencijom.  Pomaci  tijekom 
superponiranja  valova  su  kod  destruktivne  interferencije  manji  od  pomaka  komponentnih  valova. 


Pri  interferenciji  dva  valna  gibanja  s  malom  razlikom  frekvencija  dolazi  do  pojave  valnih  udara:  vuciara  =  V2  —  Vi. 


FIZIKA  -  podloge  za  studij  strojarstva 


05.  Titranje  i  valno  gibanje  -  7 


5.13  Odbijanje  transverzalnih  valova 


5.14  Stojni  valovi 

Stojni  val  -  formira  se  interferencijom  dvaju  valova  jednakih  amplituda,  valnih  duljina,  perioda  (frekvencija)  i  faza  koji  se  prostiru  u 
suprotnim  smjerovima. 

Cvorovi  stojnog  vala  -  tocke  koje  miruju. 

Trbusi  stojnog  vala  -  tocke  koje  titraju  najvecim  amplitudama. 

y 

t  -  0 


y 


y 


t  = 


2  °r 

e 


y 


t- 


3^7 

fl 


y 


t  = 


4^7 

fl 


y 


t- 


5^7 

e 


y 


t- 


6°7 

fl 


y 


?  = 


t^i 

a 


y 


f  = 


8c  7 

e 
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5.15  Zvucni  valovi  i  buka 


Zvuk  -  longitudinalno  gibanje  tvari  (zvuk  se  ne  prenosi  kroz  vakuum)  koje  zamjecujemo  osjetilom  sluha  (membrana  mikrofona).  Izvor 
zvuka  je  tijelo  koje  titra  (membrana  zvucnika),  a  zvuk  se  siri  izmjenicnim  povecavanjem  i  smanjivanjem  tlaka  (gustoce). 

Cujni  zvuk  (ljudsko  uho)  -  osjetom  sluha  se  zamjecuju  zvucni  valovi  frekvencija  16  Hz  20  kHz  (1 00  Hz  7  kHz),  a  glasom  se  izazivaju 
zvucni  valovi  frekvencija  85  Hz  ^  1  kHz  (osnovni  harmonik  glasa). 

Zvuk  frekvencija  manjih  od  1 6  Hz  naziva  se  infrazvukom,  zvuk  frekvencija  vecih  od  20  kHz  ultrazvukom,  a  zvuk  frekvencija  vecih  od  1 0 

GHz  hiperzvukom. 

Brzina  zvuka  ovisi  o  elasticnosti  (pokazatelj  jakosti  uzajamnih  djelovanja  cestica)  i  inertnosti  cestica  sredine  kroz  koju  se  zvuk  giba: 


\/  = 


gdjeje:  E  -  modul  elasticnosti,  N/m2  , 
p  -  gustoca,  kg/m3. 


sredina 

v,  m/s 

sredina 

v,  m/s 

sredina 

v ,  m/s 

zrak  (0  °C) 

331 

cista  voda  (25  °C) 

1498 

zeljezo 

«  5000 

zrak  (25  °C) 

343 

morska  voda  (25  °C) 

1531 

granit 

*6000 

Zvucni  tlak  je  tlak  (A p)  uzrokovan  zvukom.  Promjene  zvucnog  tlaka  kod  zvuka  dobivenog  harmonijskim  titranjem: 


A p  =  Apmax°sin  (kox  -  ($ot) 


gdj  e  j e :  k  =  co !v  -  kutni  valni  broj ,  rad/m  , 
co  -  kutna  frekvencija,  rad/s. 


Intenzitet  zvucnih  valova  (harmonijski): 

energija V 

/ vrijeme 


I  _  snaga 
povrsina 


povrsma 


—  opo((Oo/\)2oV 


Razina  zvucnog  tlaka:  (prag  cujnosti  A p  =  A p0  =  20  pPa): 

Lp  =  10  olog  —  =  20o|Og  AT  dB  (decibel) 

A/0  a  p0 

Buka  -  pojava  nezeljenog/neprijatnog  zvuka.  Tri  su  osnovne  karakteristike  buke: 

1 .  jakost  -  razina  zvucnog  tlaka  u  dB, 

2.  spektrogram  frekvencija  -  dijagram  Lp  =  f(v), 

3.  trajanje  -  diskontinuirana  buka:  4>  -  trajanje  buke  i  tz  -  trajanje  zatisja. 


5.16  Fourierova  analiza  i  spektrogrami  frekvencija 

Fourierova  analiza  ( sinteza )  je  temeljena  na  Fourierovom  teoremu  -  neharmonijsko  titranje  moze  se  opisati  beskonacnom  serijom 
harmonika: 


yt  =  S(An°sin  2o7iovnof  +  Bn° cos  2o7iovnof)  =  Aq  +  Aiosin  2o7iov1of  +  ocos  2o7iov1of  +  >A2osin  2onov2°t  +  B2°cos  2onov2°t  +  ... 
Za  analizu  neharmonijskih  titranja  se  u  tehnici  koristi  brza  Fourierova  analiza  (FFT)  uz  podrsku  racunala. 


Brzom  Fourierovom  analizom  se  lako  dobiva  sazet  opis  razlicitih  titranja  u  obliku  spektrograma  frekvencija  -  dijagrama  s  pregledom 
dominantnih  frekvencija  titranja  i  njihovih  relativnih  jakosti.  Primjer  je  analize  -  ako  se  gibanje  jednog  oscilatora  moze  opisati  sa 
jednadzbom:  yt  =  0,9osin  754of  +  0,1  ocos  754of,  te  formira  baza  podataka  vrijednosti  amplituda  tijekom  t  =  1  s  ,  s  korakom  At  =  0,001  s  i 
na  temelju  baze  podataka  provede  brza  Fourierova  analiza,  dobiva  se  spektrogram  frekvencija: 


Primjer  je  sinteze  (niz  pravokutnih  impulsa  moze  se  aproksimirati  zbrajanjem  clanova  Fourierovog  reda): 


